Ejercicios de Analisis Matematico
Continuidad y limite funcional - Soluciones

Ejercicio 1. Estudia la continuidad de la funci6fi: [0,4] — R dadaporf (1) =1/4y:

—1 .
fx)=4 (x? —l)lc)E(1| + x) sixel0. 1U1.2) (E(x)esla
= parte entera de
E(x)—17/4 six €]2,4]

Solucion. Creo que, para evitar equivocaciones, la mejor forma derheste ejercicio es tener en
cuenta cémo es la funcion en cada intervalo. Teniendo ent@gerx? — 1 = (x + 1)(x — 1), podemos
simplificar factores comunes y resulta que:

-1

six e [0, 1[
x+1
! i 1,2
EE;;TS SLXE[,[
f(x)= 1/9 Six=2

1/4 six €]2,3]
5/4  sixe[3.4
9/4 six=4

La funcion /" es claramente continua en los intervdlnd [, |1, 2[, 12, 3[ v |3, 4[. Tenemos que:

L =),

-1
lim =Ilim —— =-1/24# lim = lim
x—1 S ) x—>1x+1 /27 x—1 S ) x—)i 2(x + 1)
x>

x<l1 x<l1 x>1

Enx = 1 hay una discontinuidad de salto (aunglies continua por la derecha er= 1).

. . 1 .
lmf(x):)%gm:1/67é)|c|_|:n2f(x)=1/4-

x <2 x>2

Enx =2 hay una discontinuidad de saltg és discontinua por la izquierda y por la derecha en2).

lim f(x) =1/4# lim f(x) =5/4= f(3).

x<3 x>3

Enx = 3 hay una discontinuidad de salto (aungties continua por la derecha en= 3).

)Icl'_rnf(x) =)'C"21f(x) =5/4#9/4=f(4).

x<4

Enx = 4 hay una discontinuidad evitable. ©

Comentarios. Los fallos mas frecuentes en este ejercicio se deben a derealculo por descuido.
Algunos aplican las reglas de L'Hépital e incluso derivafulacion parte entera (deben pensar que todo
vale). Otros creen que con decir que la funcién no es congnuado el intervalo ya han estudiado la
continuidad de la funcién. Pues no. Estudiar la continuikadna funcién es ver dénde es continua y
en qué puntos es discontinua y clasificar las discontineislad

Ejercicio 2. Seaa > 1. Prueba que la ecuacion + € * =a tiene al menos una solucion positiva y
otra negativa.

Solucion. Naturalmente, se trata de probar que la funcionR — R dada porf(x) = x + € * —a
se anula en algun valor negativo y en algun valor positivo.sBguida se da uno cuenta de que
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f(0) =1—a < 0. También es facil caer en la cuenta de g(@) = ¢ > 0. Tenemos asi qu¢g
es una funcion continua definida & (que es un intervalo) y'(0) < 0, f(a) > 0. El teorema de
Bolzano nos dice que debe haber algun punta]0, [ tal que f'(¢;) = 0.

No es tan inmediato encontrar algin valor concrete: 0 tal que f(«) > 0. Pero observando
que Im f(x) = 400, se deduce que para valores negativos suficiente pequefosadeincion
X—>—00

f(x) toma valores positivos tan grandes como queramos. En plartitene que existir < 0 tal que
f(a) > 0. Razonamos ahora igual que antes, para concluir por elneode Bolzano que hay algun
puntoc, €, 0[ tal que f(c2) = 0.

Comentarios. Se trata de un ejercicio tipico en el que debemos aplicapetitea de Bolzano. Basta
para ello seguir la estrategia vista en clase. Algunos danesaparticulares al punto No debe hacerse,
todo lo que se sabe dees ques > 1y eso es suficiente para hacer el ejercicio. Algunos hacen
el ejercicio sin usar la hipotesis de que> 1. Naturalmente, lo hacen mal. Como norrsagen el
enunciado de un ejercicio se hace una hipétesis y td no lapaasresolverlo es que no lo has hecho
bien Algunos razonan sobre una gréafica. Una grafica no demuesdiaa Me parece estupendo que
uséis gréficas porque eso ayuda, pero no se debe razonaidimewno base una graficao que yo
valoro es que sepas aplicar el teorema de Bolzano en un casoato y que sepas explicar o que
haces Algunos tomanx = —a y afirman quef(—a) > 0. Eso es cierto pero no es evidente.

Ejercicio 3. Sea /' : [0, 1] = R continua y verificando que < f(x) < 1 para todax € [0, 1]. Prueba
que hay algtr €[0, 1] tal que f(c) = 1 — ¢2.

Solucion.Otro ejercicio tipico del teorema de Bolzano. Se trata dbaarque en algin puntoe [0, 1]
se verifica quef(c) — 1 + ¢ = 0. Naturalmente, esto lleva a definir la funcién [0, 1] — R por
h(x) = f(x) — 1 + x2. Se trata de probar quese anula en algin punto. Como se supone fj@s
continua, la funciork es continua en el interval0, 1]. Ademas:(0) = f(0)—1<0y h(1)= f(1)=0.
Si h(0) = 0 basta tomat = 0. Si /(1) = 0 basta tomar = 1. En otro caso se tiene qui€0) < 0y
h(1) > 0y el teorema de Bolzano asegura que hay algun pusfo, 1 tal quei(c) = 0. ©

Comentarios. Algunos afirman que la imagen dées todo el intervalgo, 1]. Basta pensarlo medio
minuto para darse cuenta de que no tiene por qué ser asi. Dediéiri / lo Gnico que sabemos es
que es continua y que< f(x) < 1 paratodax € [0, 1]. Podria serf(x) = 1/4 para todax € [0, 1].

Hay quien sigue sin distinguir entre" y “ <"y entre “>"y “ =", Quizas se necesiten dos cursos para
aprender a hacerlo.

Ejercicio 4. Sea f : [a, b] — R continua, pongama¥ =max f ([a, b]), m=min f([a, b]) y suponga-
mos quef(a) = f(b) y quem < f(a) < M. Prueba que toma todo valor déf'(a), M[U]m, f(a)]
en al menos dos puntos fie b].

Solucion.Una grafica indica enseguida lo que hay que hacer. Bgag [a, b] tales quef(u) =m y
f(v) = M. Observaque coma < f(a) = f(b) < M debe sern # vy ambos deben ser distintos de
a'y deb. Supongamos que < v.

Consideremos los tres intervalps u], [u, v] y [v, b]. Sabemos que la imagen de un intervalo por
una funcién continua es un intervalo. Comita), f(u) € f([a,u]) y f[a,u] es un intervalo, todos
los nimeros comprendidos entféa) y f(u) = m tienen que estar efi[a, u] (recuerda la propiedad
que define a los intervalos). Se sigue g, u]) O [f(u), f(a)] = [m, f(a)]. Andlogamente, como
f (), f(v) € f([v,b]) se sigue que/([v.b]) D [f(b). f(v)] =[f(a). M]. Y, claro esta,/ ([u, v]) =

[m, M]. Pongamos! = [a, u[U]v, b]. Tenemos que

S(A) = f(a.uD U f(Qu.b]) Dlm. f(@]U[f(a), M[=]m, M].
ComoA N [u, v] =@, se sigue que cada valor fem, M| es tomado poy en al menos dos puntos: uno
enA4y otro enu, v[. ©

Comentarios. Muchos hacen este ejercicio razonando sobre una gréficagkdfiaa no demuestra
nada. Lo que yo valoro es que sepas expresar matematicamenteves en la gréfica.
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. .. . ., X
. = — = .
Ejercicio 5. Calcula la imagen de la funciéfi:] — 1, 1[— R, dada porf(x) N
Solucién. La funcién f es continua porque es cociente de funciones continuas @nanador no
se anula. Como la funcién esta definida en un intervalo y esm@nsu imagen es un intervalo. Sea
J = f(]—1,1]) laimagen def. Como im1 f(x) = —o0 se sigue que la funcioyf toma valores
X—>—

negativos arbitrariamente pequefios, es déamp esta minorado. Comadn f(x) = +oo se sigue que
x—>1

la funcidén /" toma valores positivos arbitrariamente grandes, es dégig esta mayorado. El Unico
intervalo que no esta mayorado ni minorad@®e#or tanto/ = R. ©

Comentarios.En este ejercicio, salvo excepciones, no justificais naidgpl8mente escribis los limi-

tes def y afirmais que la imagen es todd Lo que yo valoro es que sepas justificar el resultado.

Porque debes decir que la funcién es continua y que estadfeéni un intervalo y que en esas con-

diciones sabemos que la imagen es un intervalo. Si no jastifice la imagen es un intervalo, el que
I|'ml f(x)=—oc0y Il’m1 Jf(x) = +o00 no permite concluir que la imagen es tdldla funcion podria
—>— —

éar saltos si tuvieraxdiscontinuidades 0, siendo contisiug estuviera definida en un intervalo).

En clase he dicho que éhay dos infinitosi-co y +o0. El simboloco no existe, esta prohibido
usarlo en la recta real.

_ L -
Ejercicio 6. Seaf : R — R la funcion definida porf(x) = e *2, Vx € R*, f(0) = 0. Justifica,
haciendo uso de las propiedades de la exponencialf ggecontinua efR, estrictamente decreciente
enR~ y estrictamente creciente &1". Calcula la imagen d¢.

Solucion. La funciénx — —1/x? es continua elR* y la funcién exponencial es continua Bn por

L . o1 .
tanto la funciényf’ es continua eR*. Puesto quenh}) — = +o0, se sigue que:
x—>0 X

1
lim = lim — =0= f(0).
x—>0 f(X) x—>0 el/x2 f( )
Por tanto, /' es también continua ef. Por tantof es continua erR. Teniendo en cuenta que la
exponencial es estrictamente crecient®etenemos que:

1

1 —1 —1
0<x<y:>x2<y2:>—2<—2:>—2<—2:>f(x):e_l/x2<e_1/y2=f(y).
Y X X Y

Lo que prueba qu¢ es estrictamente crecienteBfi. Anadlogamente, teniendo en cuenta gig) =
f(—x) y usando lo ya probado, resulta :

¥x<y<0=0<-y<—x= f(y)=/,(=y) < f(=x)=f(x).
Lo que prueba qug’ es estrictamente decrecientelRn.

SeaJ = f(R) laimagen def. ComoR es un intervalo yf es continua/ es un intervalo. Como
f(x)= f(—x) setiene qud = f([0, +oc[). Como /" es estrictamente creciente[én+oo[ se verifica
que:

J = 00, +00D = [/(0). lim_f(x)[=[0, 1L
©

Comentarios.Hay que justificar que la imagen dées|0, 1] cosa que casi nadie hace. Para ello hay
que justificar que laimagen gées un intervalo. A partir de ahi puede hacerse como arribzomeando
que la imagen debe estar conteniddCer| porqued < f(x) < 1 paratodaox e R. Ademasp = f(0)
esta en laimagen y, conlo_irfoo f(x) =1, se sigue que en la imagen dehay valores tan préximos

al como queramos, luego necesariamente, la imagefi ke de ser todo el interval6, 1[. Algunos
derivan para estudiar la monotonia. No es necesario y eceadmlo dice bien claro.
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Ejercicio 7. Seaf : R \ {1} — R la funcién dada para todo# 1 por

f(x) :arctgH_—x.
1—x

Estudia la continuidad d¢ y los limites en el puntd, en+oco y en—oco. Calcula la imagen d¢'.

Solucion. Pongamogi(x) = l+—x La funcién/ es racional y sabemos que toda funcion racional

— X
es continua en su dominio natural de definicion, que parareida/ es el conjunt® \ {1}. Como
la funcién arcotangente es continual@nconcluimos quef = arctgo/ es continua emR \ {1} por
ser composicién de funciones continuas. Puesto qie drctgx = —n/2y “T arctgx = m/2,
X—>—00 X—>T1+00

tenemos que:

. 14+x , T 14+ x B T
Iim — =4oco=lim f(x) ==, |IiIMm ——=—-0c0o=lim f(x) =——.
x—>11—x x—1 2 x—>11—x x—1 2
x<1 x <1 x>1 x>1
Por otra parte se tiene que:
14X . 1+x . , T
lim = lim =—-1l= Iim f(x)= lim f(x)=arctg—1)=—-—.
x—>—00 | — Xx x—>—00 | — X X—>—00 xX—>400 4

Aunque la funcionf” es continua no esta definida en un intervalo. Pongames R \ {1}. Como
f(D) = arctgh(D)), empezaremos por calcula¢D). Pero esto es muy facil pueszsi —1 se tiene
que:

z—1

241

hix)=z< l+x=z—zx <= x(1+2)=z—-1 < x =

. . z—1 L. .,
Es decir, la funciork(x) toma el valor en el puntox = 1 Por otra parte, es facil ver que la funcion
z

h no toma el valor-1. Por tanta:(D) = R \ {—1}. Como la funcién arcotangente es una biyeccion de
R sobre el interval¢— /2, 7/2[, concluimos que:

S(D) =R\ {=1)=]=7/2,7/2[\ {-7/4}
©

Comentarios.En 1 no hay discontinuidad de salto porque la funcién no estaidafenl1 y no tiene
sentido hablar de la continuidad de una funcion en un puni goe no esta definida. Si definimos
f(1) = 0, entonces si tendriamos éruna discontinuidad de salto. Observa que la imagent d®

es un intervalo. También puede calcularse la imageif @alculando por separado las imagenes por
f de los intervalosd=] — oo, 1] y B=]1, +oc|. Para ello es util darse cuenta de que la fundi@s
estrictamente creciente y por tanfoes estrictamente creciente, lo que permite calcfilat) y f(B)
evaluando los limites d¢ en los extremos de dichos intervalos.

Algunos usan grados y afirman cosas coro f(x) = 90. Pues no, eso no es correcto. Algunos
x—1

x<1

. . —+ X
calculan los limites im

x—>Foo | — X

usando las reglas de L'Hopital. Eso es una exageracion.
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